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Francesc Verdugo Rojano
Modelitzacio´ nume`rica de la propagacio´ d’onatge en zones costa-
neres mitjanc¸ant el me`tode Galerkin discontinu.
L’objectiu d’aquesta tesina e´s desenvolupar una eina eficient per a la mode-
litzacio´ de la propagacio´ d’onatge en zones costaneres. Aquest e´s un problema
complex per diversos aspectes: grans requeriments de ca`lcul -necessaris per
aproximar les ones-, condicions de contorn absorbents per limitar el compu-
tacional domini, geometries complexes, etce`tera.
El problema f´ısic de la propagacio´ d’onatge esta` governat per l’equacio´ de
Berkhoff, que e´s de coeficients no constants, pero` com una primera aproxi-
macio´ a la resolucio´ del problema s’adopta l’equacio´ d’ones (amb coeficients
constants), que e´s equivalent a l’equacio´ de Berkhoff per al cas particular de
fons horitzontal.
Hi ha diverses alternatives per a la resolucio´ nume`rica de problemes de
propagacio´ d’ones. En aquesta tesina es considera el me`tode dels elements
finits per la seva gran versatilitat i, en particular, la formulacio´ Galerkin
discontinua (Discontinuous Galerkin, DG). La particularitat d’aquesta for-
mulacio´ e´s que permet que la solucio´ sigui discont´ınua entre elements i facilita
la utilitzacio´ d’elements d’alt ordre, que d’altra banda so´n u´tils en aquests ti-
pus de problemes. Per a la integracio´ temporal s’utilitza un esquema expl´ıcit
Runge-Kuta de quart ordre.
Per fer la tesina s’ha desenvolupat un codi per a la resolucio´ de l’equacio´
d’ones amb DG i per a la implementacio´ de les condicions de contorn, asso-
ciades a la modelitzacio´ d’onatge en ports. En aquest tipus de problema, el
domini f´ısic e´s la superf´ıcie del mar, que t´ıpicament e´s un domini no acotat.
Aixo` implica la necessitat d’introduir contorns artificials i, per tant, condi-
cions de contorn extres. Les condicions a utilitzar en aquests contorns so´n
les condicions de contorn absorbents. De totes les alternatives existents, en
aquesta tesina s’utilitza la condicio´ absorbent de primer ordre.
Es realitzen una se`rie de tests de validacio´ de la implementacio´ per, final-
ment, simular la propagacio´ de l’onatge en un exemple f´ısic real: la propa-
gacio´ d’onatge dins del port de Mataro´.
La resolucio´ del darrer exemple permet identificar els punts forts i els
punts febles de la utilitzacio´ del me`tode triat. DG sembla, efectivament, una
bona alternativa a causa de la utilitzacio´ d’elements d’alt ordre. Tot i aix´ı,
es fan diverses propostes per millorar la competitivitat del me`tode desenvo-
lupat. Aquestes ba`sicament so´n: estudiar la influe`ncia de la variacio´ del fons
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utilitzant l’equacio´ de Berkhoff; utilitzar condicions absorbents me´s sofisti-
cades, per tal de reduir el domini de ca`lcul, i, finalment, utilitzar te`cniques
per representar millor la geometria, sense haver de fer servir elements petits.
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Modelizacio´n nume´rica de la propagacio´n de oleaje en zonas cos-
teras mediante el me´todo Galerkin Discontinuo.
El objetivo de la presente tesina es desarrollar una herramienta eficiente
para la modelizacio´n de la propagacio´n de oleaje en zonas costeras. Se trata
de un problema complejo dados diversos aspectos: grandes requerimientos
de calculo son necesarios para aproximar las olas, condiciones de contorno
absorbentes para limitar el dominio computacional, geometrias complejas, etc
El problema f´ısico de la propagacio´n de oleaje esta´ gobernado por la ecu-
acion de Berkhoff, que es de coeficientes no constantes. Sin embargo como
una primera aproximacio´n a la resolucio´n del problema se considera la ecu-
acion de ondas (con coeficientes constantes) que es equivalente a la ecuacion
de Berkhoff en caso de fondo horizontal.
Existen diversas alternativas para la resolucio´n nume´rica de problemas de
propagacio´n de ondas. En esta tesina se considera el me´todo de los elemen-
tos finitos por su gran versatilidad y, en particular, la formulacio´n Galerkin
discontinua (Discontinuous Galerkin, DG). La particularidad de e´sta es que
se permite que la solucio´n sea discontinua entre elementos i facilita la utili-
zacio´n de elementos de alto orden, que precisamente son u´tiles en este tipo
de problemas. Para la integracio´n temporal se utiliza un esquema expl´ıcito
de Runge-Kuta de cuarto orden.
Para la realizacio´n de la tesina se desarrolla un co´digo para la resolucio´n
de la ecuacion de ondas con DG y la implementacio´n de las condiciones de
contorno asociadas a la modelizacio´n de oleaje en puertos. En este tipo de
problemas el dominio f´ısico es la superficie marina que t´ıpicamente es un
dominio no acotado. Esto implica la necesidad de introducir contornos ar-
tificiales y, por lo tanto, condiciones de contorno extras. Las condiciones a
utilizar en dichos contornos son las condiciones de contorno absorbentes. De
todas las posibles alternativas se utiliza la condicio´n de contorno absorbente
de primer orden. Se realizan una serie de comprobaciones para validar la
implementacio´n y, finalmente, se simula la propagacio´n de oleaje en un caso
real. El ejemplo considerado es la propagacio´n de oleaje en el puerto de Ma-
taro´.
La resolucio´n de este u´ltimo ejemplo permite identificar los pros y contras
de la utilizacio´n del me´todo elegido. DG parece ser una buena alternativa
dado la facilidad de utilizacio´n de elementos de alto orden . Sin embargo se
proponen varias mejoras para aumentar la competitividad del me´todo propu-
esto. E´stas ba´sicamente son: estudiar la influencia de la variacio´n del fondo
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utilizando la ecuacion de Berkhoff, utilizar condiciones absorbentes ma´s so-
fisticadas para reducir el domino de calculo y, finalmente, utilizar te´cnicas
para representar mejor la geometr´ıa sin la necesidad de utilizar elementos de
poco taman˜o.
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Numerical modelling of wave propagation in costal zones with Dis-
continuous Galerkin Method.
The aim of the present work is to develop an efficient model making tool
for the surge propagation in coastal zones. This is a complex problem be-
cause of a number of different aspects: large computation requirements are
needed to approximate the waves, absorbent boundary conditions to limitate
the computational domain, complex geometries, etc.
The physical problem of surge propagation is ruled by the Berkhoff equa-
tion, which is of non constant coefficients, but as a first approach to the
solution of the problem the wave equation (with constant coefficients) is
taken, which is equivalent to the Berkhoff equation for the particular case of
horizontal sea bottom.
There are different alternatives for the numerical solution of wave propa-
gation problems. In this study the finite element method is considered for
its great versatility and, particularly, the Discontinuous Galerkin formulation
(DG). The particularity of this formulation is that it allows the solution to be
discontinuous between elements and makes easy the utilisation of high order
elements, which, on the other hand, are useful in these kinds of problems. For
the temporal integration an explicit fourth-order Runge-Kuta scheme is used.
For the realization of this work, a DG code has been developed to solve
the wave equation with proper boundary conditions associated to the mo-
del of surge in harbours. In this type of problem the physical domain is
the surface of the sea, which is typically a unbounded domain. This implies
the necessity to introduce artificial boundaries and therefore extra boundary
conditions. The conditions to use in these boundaries are the absorbent
boundary conditions. Among all the existent alternatives, in this work the
first order absorbent condition is used. Several tests are made for the va-
lidation of the implementation so that it is finally possible to simulate the
surge propagation in real physical examples: the reflection of a wave by a
vertical cylinder and the propagation of a wave within the harbour of Mataro´.
The solution of the last example allows to identify the strong and weak
points of the chosen method. DG seems effectively a good choice for using
high order elements. Nonetheless different changes are proposed to improve
the competitivity of the developed method. These are basically: Studying
the influence of the variation of the bottom by using the equation of Berk-
hoff, taking more sophisticated absorbent conditions in order to reduce the
computational domain and, finally, using techniques for the better represen-
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tation of the geometry without the necessity of the use of small elements.
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1 Introduccio´
Entre els feno`mens f´ısics de la natura n’hi ha una gran quantitat que po-
den ser descrits per equacions en derivades parcials (EDP). En l’a`mbit de
l’enginyeria civil so´n habituals els problemes associats a la resolucio´ d’EDP
el·l´ıptiques i parabo`liques, com ara el ca`lcul esta`tic d’estructures, la meca`nica
de so`lids i fluids viscosos, etc. Tanmateix, existeixen excepcions importants
com per exemple l’estudi de l’onatge, el ca`lcul dina`mic d’estructures o la
acu´stica en edificacio´, on es necessa`ria la resolucio´ de problemes hiperbo`lics.
La modelitzacio´ nume`rica de gran part dels problemes governats per equa-
cions hiperbo`liques requereixen grans capacitats de ca`lcul, tant en temps de
CPU com en memo`ria. Per exemple, en la simulacio´ de problemes de propa-
gacio´ d’ones, en la simulacio´ d’onatge en ports o en problemes d’acu´stica i
vibroacu´stica, e´s habitual que el domini d’intere`s sigui moltes vegades supe-
rior a la longitud d’ona i, per tant, e´s necessa`ria una discretitzacio´ de gran
precisio´, amb gran quantitat de graus de llibertat per a aproximar correcta-
ment la solucio´. Aquesta dificultat provoca, encara en l’actualitat, que molts
problemes amb aplicacions d’intere`s no puguin ser resolts. L’objectiu d’a-
questa tesina e´s desenvolupar una eina eficient per la modelitzacio´ nume`rica
de la propagacio´ d’onatge en ports.
La simulacio´ de l’onatge constitueix un problema complex. Aquestes
dificultats provenen dels grans requeriments de ca`lcul, de l’equacio´ que mo-
delitza el problema -l’equacio´ de Berkhoff, que e´s de coeficients no constants-,
i de la necessa`ria utilitzacio´ de condicions de contorn absorbents perque` el
domini f´ısic e´s generalment no acotat. Existeixen alternatives diverses per
simplificar el problema, per exemple, assumir profunditat constant del fons
mar´ı. D’aquesta manera l’equacio´ de Berkhoff es redueix a l’equacio´ d’ones (o
l’equacio´ de Helmholtz per ones harmo`niques) que e´s de coeficients constants.
Aquesta simplificacio´ e´s u´til des d’un punt de vista computacional i, d’al-
tra banda, e´s una bona alternativa en problemes en que` no es te´ coneixement
prou detallat de la geometria del fons de les zones a estudiar, per la qual cosa
s’opta per definir una profunditat mitjana i fer-la extensiva a tot el domini.
Com a contrapartida d’aquesta simplificacio´ es perd la influe`ncia de la va-
riacio´ del fons sobre l’onatge, fenomen molt important en zones amb fortes
variacions de profunditat i en dominis de grans extensions.
Hi ha diverses alternatives per a la resolucio´ nume`rica de problemes de
propagacio´ d’ones. En aquesta tesina es considera el me`tode dels elements
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finits per a la seva gran versatilitat i, en particular, la formulacio´ de Galerkin
discontinu (Discontinuous Galerkin, DG) amb elements d’alt ordre.
El me`tode DG va ne´ixer a la de`cada dels 70 com a te`cnica per resoldre
l’equacio´ hiperbo`lica de transport de neutrons, i ha estat aplicat amb e`xit
en diverses a`rees, per exemple, en problemes d’electrodina`mica (equacions
de Maxwell) o dina`mica de fluids ideals (equacions d’Euler). La principal
difere`ncia entre el me`tode dels elements finits cla`ssic (MEF) i el me`tode DG
e´s que l’aproximacio´ nume`rica de la solucio´ e´s discontinua entre elements.
D’aquesta manera, s’imposen les equacions conservatives a cada element per
separat, i s’obte´ una forma feble per a cadascun d’ells. La continu¨ıtat de la
solucio´ s’imposa en la forma feble mitjanc¸ant els fluxos entre elements. El
principal inconvenient del me`tode DG e´s que per a la mateixa malla es fan
servir me´s graus de llibertat, ja que els nodes de les cares estan duplicats. En
canvi DG te´ diversos avantatges per a la resolucio´ de problemes que es poden
escriure de forma conservativa: hi ha conservacio´ de les quantitats d’intere`s
a nivell elemental; els fluxos nume`rics estabilitzen l’esquema nume`ric, i, per
a esquemes d’integracio´ temporal expl´ıcits, el problema es pot resoldre ele-
ment a element, ja que la matriu de massa e´s diagonal per blocs. D’altra
banda, el me`tode DG facilita considerablement la implementacio´ d’elements
d’ordre alt i el refinament tant de la malla com de l’ordre d’interpolacio´ dins
del mateix domini.
El procediment seguit en la tesina ha estat desenvolupar un codi per a
resoldre l’equacio´ d’ones mitjanc¸ant DG i la posterior resolucio´ d’un exemple
f´ısic real. El codi s’ha realitzat a partir d’un altre codi de DG per a les equa-
cions de Maxwell. L’adequacio´ del codi a l’equacio´ d’ones ha consistit, en
primer lloc, a aplicar totes les expressions del me`tode DG a l’equacio´ d’ones i
implementar-les en el nou codi. Seguidament, ha estat necessari implementar
les condicions de contorn necessa`ries en la modelitzacio´ de l’onatge, ja que
no corresponien amb les utilitzades en el codi per Maxwell. Finalment, s’han
validat el codi i les condicions de contorn amb una se`rie de tests nume`rics,
per acabar amb la resolucio´ de l’onatge en una situacio´ real. L’exemple triat
ha estat la simulacio´ de la propagacio´ d’onatge en el port de Mataro´.
El cos del present document esta` estructurat en tres parts. En la primera
es comenta el proce´s d’obtencio´ de les equacions que modelitzen el problema
f´ısic de la propagacio´ de l’onatge. Seguidament, es tracten la resolucio´ de
l’equacio´ d’ones amb DG i el tractament de les condicions de contorn. Fi-
nalment, es mostren els resultats nume`rics obtinguts, tant en els problemes
test com en l’exemple f´ısic real.
10
Francesc Verdugo Rojano
Amb l’objectiu de proporcionar una lectura fluida i amb el mı´nim d’en-
trebancs possibles s’ha optat per no incloure els desenvolupaments o demos-
tracions que no aportin informacio´ conceptual d’intere`s, relacionada amb el
tema de la tesina, per be´ que s’hi fa refere`ncia convenientment. Amb la
mateixa intencio´ s’han disposat en els annexos l’obtencio´ de les dades i dels
procediments realitzats per crear les malles de ca`lcul, ja que s’ha cregut que
poden ser d’ajuda per a futurs treballs.
11
Modelitzacio´ nume`rica de la propagacio´ d’onatge amb DG
2 Modelitzacio´ de l’onatge en zones costane-
res
L’equacio´ que governa la propagacio´ de l’onatge e´s l’anomenada equacio´ de
Berkhoff. Aquesta equacio´ descriu, del conjunt de feno`mens que tenen lloc en
les zones costaneres, els feno`mens de reflexio´, refraccio´ i difraccio´ de l’onat-
ge. L’equacio´ d’ones escalar e´s la particularitzacio´ de l’equacio´ de Berkhoff
per a fons marins horitzontals. Aquesta simplificacio´ e´s u´til des d’un punt
de vista d’implementacio´ ja que l’equacio´ d’ones e´s de coeficients constants
a difere`ncia dels de l’equacio´ de Berkhoff. D’altra banda, aquesta simplifi-
cacio´ e´s una bona alternativa en problemes on no es te´ coneixement prou
detallat de la geometria del fons de les zones a estudiar, optant per definir
una profunditat mitja i fer-la extensiva a tot el domini. Com a contraparti-
da d’aquesta simplificacio´ e´s perd la influe`ncia de la variacio´ del fons sobre
l’onatge, fenomen molt important en zones amb fortes variacions de la seva
profunditat i en dominis de grans extensions.
En aquest apartat es mostra de manera general el proce´s d’obtencio´ de
l’equacio´ de Berkhoff en la seva variant transito`ria. En aquest proce´s e´s
necessari assumir un seguit d’hipo`tesis sobre la naturalesa del flux d’aigua,
per tant les solucions de les equacions obtingudes han de ser enteses solament
com una aproximacio´1. L’obtencio´ de l’equacio´ de Berkhoff e´s un proce´s
complex i el segu¨ent escrit no prete´n ser una exposicio´ detallada de la seva
obtencio´ sino´ mostrar els passos conceptualment me´s importants i introduir
els conceptes ba`sics en relacio´ de l’estudi de l’onatge. Per a me´s detalls es
pot consutar [1] o [2].
2.1 Definicions
El terme zones costaneres es refereix a les zones marines properes a la cos-
ta on la prese`ncia del fons influencia el moviment de les onades. Un criteri
habitual e´s considerar que per a profunditats menors que hg =
L
2
, sent L la
longitud d’ona de les onades, la influe`ncia del fons e´s rellevant. Un valor
habitual d’aquesta profunditat llindar e´s 30m.
Per a la modelitzacio´ del problema e´s necessari definir un sistema de re-
fere`ncia. La manera me´s habitual e´s situar l’origen sobre el nivell mig del
1L’equacio´ de Berkhoff no considera els feno`mens no lineals com la interaccio´ ona-
corrent, la ruptura de l’onatge i la dissipacio´ d’energia per friccio´ amb el fons
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Figura 1: Variables caracter´ıstiques de l’onatge.
mar2, de tal manera que les components x, y tinguin direccions horitzontals
i la component z creixi en sentit contrari a l’accio´ de la gravetat.
Els para`metres caracter´ıstics que defineixen l’onatge so´n la longitud d’ona
L, el per´ıode T , l’alc¸ada d’ona H i l’angle d’incide`ncia α respecte de la
component x representats a la Figura 1. La longitud d’ona L i el per´ıode
T estan relacionats amb el nombre d’ones k i amb la frequ¨e`ncia angular ω
respectivament segons les expressions
k =
2pi
L
, (1)
ω =
2pi
T
. (2)
La variable que defineix la posicio´ de la superf´ıcie lliure en cada instant
de temps respecte el nivell mig del mar z = 0 e´s la sobre elevacio´ η (x, y, t).
Utilitzant aquesta nova variable l’alc¸ada d’ona H e´s, per tant, la dista`ncia
entre el ma`xim i el mı´nim de la sobre elevacio´ η sent l’amplitud d’ona
H
2
.
2El nivell mig del mar pot fluctuar per diverses raons. Les me´s important so´n les marees
astrono`miques i les sobre elevacions provocades per feno`mens meteorolo`gics. Veure Cap´ıtol
9 de [1] o [2]
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La profunditat del fons es representa amb la funcio´ h (x, y).
2.2 Equacions
El punt de partida en la modelitzacio´ de la propagacio´ de l’onatge e´s el
principi de conservacio´ de la massa. Aquest principi s’escriu en l’anomenada
equacio´ de continu¨ıtat suposant que l’aigua e´s un fluid incompressible
∇ · u = 0, (3)
on u = (u1, u2, u3) e´s la velocitat del fluid.
Assumint que el moviment e´s irrotacional3, el camp de velocitats u de les
part´ıcules d’aigua pot ser expressat com el gradient d’un potencial Φ
u = ∇Φ.
Substituint aquesta expressio´ en (3) l’equacio´ de continu¨ıtat e´s
∆Φ = 0, (4)
coneguda com equacio´ de Laplace.
La propagacio´ de l’onatge en prese`ncia de fons de profunditat h (x, y)
respecte el nivell mig del mar z = 0 queda modelada pel problema de contorn
representat pel problema de contorn (5)
∆Φ = 0 en − h (x, y) < z < 0 (5a)
∂Φ
∂z
+
1
g
∂2Φ
∂t2
= 0 en z = 0 (5b)
∂Φ
∂z
= −
(
∂Φ
∂x
∂h
∂x
+
∂Φ
∂y
∂h
∂y
)
en z = −h, (5c)
obtingut a partir de l’equacio´ (4) me´s dues condicions de contorn, una en
z = −h corresponent al fons i una en z = 0 corresponent a la superf´ıcie
lliure. El desenvolupament d’aquestes expressions es pot trobar a [1] i a [2].
3Si el moviment e´s irrotacional el camp de velocitats compleix ∇× u = 0. Equivalent-
ment es consideren negligibles els efectes de la viscositat
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Aquestes equacions suposen que la velocitat del corrent e´s negligible4, la
variacio´ del fons e´s suau i les ones so´n de petita amplitud5. La resolucio´ del
sistema (5) constitueix l’anomenada teoria d’ones lineals, d’ones d’Stokes de
primer ordre o ones d’Ary.
A partir del potencial Φ la sobreelevacio´ de la superf´ıcie lliure respecte el
nivell mig del mar s’obte´ com
η (x, y, t) = −1
g
<
(
∂Φ
∂t
∣∣∣∣
z=0
)
. (6)
E´s u´til poder treballar amb un potencial que, igual que la profunditat
h (x, y), no depengui de la component espacial z. Amb aquest objectiu es
realitza la separacio´ de variables
Φ (x, y, z, t) = f (z)φ (x, y, t) , (7)
on f (z) e´s la funcio´ de perfil i φ (x, y, t) e´s el potencial redu¨ıt. Aquesta sepa-
racio´ de variables e´s matema`ticament exacte per a fons horitzontal, per a la
resta de casos e´s una aproximacio´. La funcio´ de perfil per a fons horitzontals6
s’obte´ resolent un problema d’Sturm-Liouville la solucio´ del qual e´s
f (z) = µ
cosh (k (z + h))
cosh (kh)
, (8)
amb
µ = −1
2
H0g
ω
i,
on H0 e´s l’alc¸ada d’ona incident i k e´s el nombre d’ones obtingut a partir de
la relacio´ de dispersio´
ω2 = kg tanh (kh) , (9)
on ω e´s la frequ¨e`ncia angular de les onades.
El potencial φ (x, y, t) que en resulta de la separacio´ de variables (7) e´s la
solucio´ de l’anomenada equacio´ de Berkhoff.
∂2φ
∂t2
−∇ · (ccg∇φ) +
(
ω2 − k2ccg
)
φ = 0, (10)
4Les escales temporals i espacials del corrent so´n me´s grans que les de les ones
5E´s a dir HL << 1 on H e´s l’alc¸ada d’ona i L la longitud d’ona
6En la resta de casos e´s igualment una aproximacio´
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on
c =
ω
k
e´s la velocitat de l’ona i
c =
dω
dk
e´s la velocitat de grup
Si es considera que el fons e´s horitzontal (c = cg) la equacio´ (10) es redueix
a l’equacio´ d’ones escalar
2.3 Descomposicio´ del potencial
Tal com s’ha dit anteriorment, la modelitzacio´ de l’onatge mitjanc¸ant la
teoria lineal es redueix a cone`ixer el potencial de l’ona total φ (x, y, t), a
partir del qual es poden determinar la resta de variables d’intere`s. Aquest
potencial es pot descomposar en la suma de potencial incident φ0 i potencial
reflexa φr
φ = φ0 + φr. (11)
En la majoria dels casos el potencial de l’ona incident φ0 e´s conegut a priori
i, per tant, el potencial reflexat φr e´s la veritable inco`gnita del problema.
Suposant que les ones so´n harmo`niques i que tenen u´nicament frequ¨e`ncia
ω el potencial incident e´s7
φ0 (x, y, t) = exp (i (kx · d− ωt)) , (12)
amb x = (x, y) i d = (cosα, sinα) on α e´s l’angle d’incide`ncia de l’onatge
respecte l’eix d’abscisses. Notar que φ0 compleix l’equacio´ (10).
Per tant, aplicant la descomposicio´ (11) a l’equacio´ (10) el potencial de
l’ona reflexada φr tambe´ sera` la solucio´ de (10).
2.4 Condicions de contorn
Per tal de poder obtenir el potencial de l’ona reflexada φr cal afegir a l’e-
quacio´ (10) una se`rie de condicions de contorn de tal manera que en resulti
un problema ben plantejat. La utilitzacio´ d’unes condicions determinades
diferencien el problema f´ısic de la propagacio´ de l’onatge de qualsevol altre
fenomen que sigui governat per l’equacio´ de Berkhoff.
7En el cas que l’onatge sigui irregular, com per exemple les ones indu¨ıdes pel vent,
haura` de ser considerada la frequ¨e`ncia ωp pic del espectre energe`tic de l’onatge.
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En aquest document es presenten les condicions de contorn corresponents
als contorns f´ısics me´s habituals en ports, la condicio´ de reflexio´ total i la
condicio´ d’absorcio´ parcial, aix´ı com la condicio´ absorbent de primer ordre
que va associada la prese`ncia de contorns artificials.
2.4.1 Condicio´ de reflexio´ total
La condicio´ de reflexio´ total simula la reflexio´ total de l’energia transportada
per l’ona. En realitat la interaccio´ de les ones amb les estructures sempre
comporta pe`rdues d’energia, pero` per a diverses tipologies estructurals aques-
tes es poden considerar prou petites com per a poder aplicar la condicio´ de
reflexio´ total. Les estructures on s’acostuma a utilitzar aquesta condicio´ so´n
les que formen grans superf´ıcies verticals me´s o menys impermeables, com
per exemple, dics verticals, palplanxes, calaixos prefabricats etc. De manera
alternativa si per reduir el domini de ca`lcul s’opta per introduir contorns
artificials en els seus eixos de simetria, la condicio´ de reflexio´ total e´s la que
s’haura` d’imposar.
Imposar reflexio´ total en el contorn ΓN equival a que el fluxe del potencial
φ sigui nul
∂φ
∂n
= 0 en ΓN ,
on n e´s la normal unita`ria exterior al contorn. La condicio´ sobre φr s’obte´
descomposant el potencial total en incident i reflexat
∂φr
∂n
= g en ΓN ,
amb
g = −∂φ0
∂n
.
2.4.2 Condicio´ d’absorcio´ parcial
En contorns on t´ıpicament es dissipa part de l’energia de l’onatge s’imposa
la condicio´ d’absorcio´ parcial. Aquesta condicio´ modelitza els feno`mens que
tenen lloc en estructures o contorns naturals amb irregularitats, que so´n
rugosos o que no so´n totalment impermeables. Els exemples me´s cla`ssics
so´n els talussos de materials granulars, des d’esculleres formades per grans
blocs de pedra o de formigo´, fins a platges formades per sorres. La condicio´
d’absorcio´ parcial sobre el contorn ΓR e´s
17
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∂φ
∂n
+
A
c
∂φ
∂t
= 0, (13)
on A ∈ [0, 1] e´s el coeficient d’absorcio´.
Per a A = 1 l’absorcio´ e´s total si la incide`ncia de les onades e´s normal al
contorn considerat. Contra`riament, si A = 0 la condicio´ (14) equival a la
condicio´ de reflexio´ total. Valors intermedis com A = 0, 6 so´n raonables per
a les platges i els talussos d’escullera, veure [2].
Utilitzant la descomposicio´ del potencial total, la condicio´ d’absorcio´ par-
cial per a φr e´s
∂φr
∂n
+
A
c
∂φr
∂t
= g, (14a)
amb
g = −
(
c
∂φ0
∂n
+ A
∂φ0
∂t
)
. (14b)
2.4.3 Condicio´ absorbent de primer ordre
El mar degut a la seva gran extensio´ pot ser considerat un domini infinit. La
resolucio´ nume`rica de problemes de contorn sobre dominis infinits necessita
la transformacio´ del domini infinit Ω∗ en un domini computacional finit Ω
on es puguin realitzar els ca`lculs. Aquesta transformacio´ es pot fer de va`ries
maneres, pero` la me´s habitual e´s la representada a la Figura 2. Aquesta trans-
formacio´ consisteix en tallar el domini Ω∗ introduint el contorn artificial ΓA
on s’hi hauran d’introduir condicions de contorn extres. El desenvolupament
de condicions de contorn apropiades per als contorns artificials e´s un tema
d’actual recerca. No es tracta d’un problema trivial ja que les condicions de
contorn artificials han de representar amb precisio´ la solucio´ fora del domini
Ω.
En el problema de la simulacio´ de l’onatge aquestes condicions artifici-
als han de ser capaces d’absorbir el potencial reflexat φr, de tal manera que
simulin la seva propagacio´ cap a fora del domini computacional Ω sense in-
teractuar amb el contorn artificial. Les condicions de contorn que simulen
aquesta situacio´ s’anomenen condicions de contorn absorbents o no refle-
xants.
Existeixen gran varietat de condicions absorbents, veure [3]. Per exemple,
Engquist i Majda proposen una serie de condicions de contorn absorbents per
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Figura 2: Obtencio´ del domini computacional Ω a partir de la introduccio´ de
contorns artificials.
a l’equacio´ d’ones escalar. La condicio´ me´s simple d’aquesta se`rie e´s la de
primer ordre, que aplicada al potencial reflexat φr e´s
∂φr
∂n
+
1
c
∂φr
∂t
= 0. (15)
Aquesta condicio´ e´s totalment absorbent per a ones planes amb incide`ncia
normal.
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3 Discontinuous Galerkin per a l’equacio´ d’o-
nes
El me`tode Galerkin discontinu va ser introdu¨ıt al principi de la de`cada dels
70 com una nova te`cnica per a resoldre nume`ricament EDP. Reed i Hill van
proposar l’any 1973 un me`tode DG per a resoldre l’equacio´ hiperbo`lica de
transport de neutrons, pero` no ha sigut fins l’actualitat que el me`tode DG
ha esdevingut popular en la seva utilitzacio´.
El me`tode DG ha estat aplicat amb e`xit en la resolucio´ d’equacions hi-
perbo`liques, el·l´ıptiques i parabo`liques. Tanmateix on ha assolit major po-
pularitat ha estat en la resolucio´ de lleis conservatives, gra`cies a la se`rie
d’articles de Cockburn i Chi-Wang Shu The Runge-Kutta discontinuous Ga-
lerkin method for conservation laws [4] que ha donat peu a gran nombre
d’aplicacions en electromagnetisme i dina`mica de fluids.
La principal difere`ncia entre el me`tode dels elements finits cla`ssic (MEF)
i el me`tode DG e´s que l’aproximacio´ nume`rica de la solucio´ e´s discontinua
entre elements. D’aquesta manera s’imposen les equacions conservatives a
cada element per separat obtenint una forma feble per a cadascun d’ells. La
continu¨ıtat de la solucio´ s’imposa en la forma feble mitjanc¸ant els fluxes entre
elements.
Tot seguit s’exposa l’aplicacio´ del me`tode DG per a la resolucio´ de l’equa-
cio´ d’ones en dues dimensions. L’objectiu e´s mostrar al lector el raonament
seguit per tal d’obtenir les expressions necessa`ries per a la posterior imple-
mentacio´ nume`rica del me`tode. El segu¨ent escrit no prete´n ser una exposicio´
teo`rica sobre els fonaments del me`tode DG sino´ proporcionar els detalls de
la seva aplicacio´ a l’equacio´ d’ones.
3.1 Forma conservativa de l’equacio´ d’ones en 2D
L’equacio´ d’ones e´s un dels exemples me´s cla`ssics d’EDP hiperbo`liques. Exis-
teixen diferents formulacions per l’equacio´ d’ones, la me´s senzilla d’elles e´s
l’anomenada equacio´ d’ones escalar
∂2φ
∂t2
− c2∆φ = 0, (16)
on φ (x, t) e´s el potencial d’ona i c velocitat de propagacio´ de l’ona. En par-
ticular l’equacio´ (16) equival a l’equacio´ de Berkhoff (10) per a profunditat
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constant.
Introduint el canvi de variable
u :=
∂φ
∂t
(17a)
q1 := c
∂φ
∂x1
(17b)
q2 := c
∂φ
∂x2
, (17c)
l’equacio´ d’ones es pot escriure com el segu¨ent sistema de EDP de 1er ordre,
me´s adient per a la resolucio´ nume`rica amb DG,
∂u
∂t
− c
(
∂q1
∂x1
+
∂q2
∂x2
)
= 0 (18a)
∂q1
∂t
− c ∂u
∂x1
= 0 (18b)
∂q2
∂t
− c ∂u
∂x2
= 0. (18c)
Aquestes equacions es reescriuen per obtenir l’anomenada forma conser-
vativa8 , que en dues dimensions e´s
∂U
∂t
+
∂Fk (U)
∂xk
= 0 (19)
amb
U =
uq1
q2
 F1 (U) =
−cU2−cU1
0
 F2 (U) =
−cU30
−cU1
 (20)
on U = (U1, U2, U3) e´s el vector de variables conservades i Fk (U) els seus
respectius fluxes.
Observacio´ 1 A l’equacio´ (19) i a la resta del document s’escriuen els su-
matoris en notacio´ d’Einstein sempre i quan no sigui necessari referir-se al
rang de valors dels seus ı´ndex.
8Veure la introduccio´ de [5].
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3.2 Forma feble en DG
A continuacio´ es planteja la forma feble de DG per l’equacio´ (19). Es pre-
multiplica l’equacio´ (19) per una funcio´ de test gene`rica W i s’integra en un
element gene`ric de la mallaΩe
9.∫
Ωe
W
∂U
∂t
dΩ +
∫
Ωe
W
∂Fk (U)
∂xk
dΩ = 0.
Integrant per parts i aplicant el teorema de la diverge`ncia s’obte´
∫
Ωe
W
∂U
∂t
dΩ−
∫
Ωe
∂W
∂xk
· Fk (U) dΩ +
∫
∂Ωe
W · Fn (U) dΓ = 0 (21)
on Fn (U) e´s el fluxe normal que queda definit com Fn = Fknk amb nk les
components de la normal unita`ria exterior de ∂Ωe.
La forma feble en DG s’obte´ al introduir la influe`ncia dels elements ve¨ıns a
l’element Ωe considerat . Aquesta interaccio´ es imposada substituint en (21)
el fluxe normal Fn (U) per un fluxe nume`ric F˜n (Ue,U
+
e ) que depengui dels
valors de la solucio´ nume`rica Ue en l’element considerat i U
+
e en els seus
elements colindants Ω+e
10. Ue i U
+
e es defineixen com
Ue := lim
→0+
U (x− n)
U+e := lim
→0+
U (x + n),
on U denota la solucio´ nume`rica en tot el domini de ca`lcul. En la Figura (3)
es do´na una representacio´ de la discontinu¨ıtat entre les solucions nume`riques
Ue i U
+
e
Introduint el fluxe nume`ric en (21) s’obte´ la forma feble en DG, que e´s
∫
Ωe
W
∂Ue
∂t
dΩ−
∫
Ωe
∂W
∂xk
·Fk (Ue) dΩ +
∫
∂Ωe
W · F˜n
(
Ue,U
+
e
)
dΓ = 0, (22)
o integrant per parts
9En la formulacio´ DG s’obte´ una forma feble de l’EDP a resoldre per a cada element
Ωe de la malla, a difere`ncia del MEF d’on s’obte´ una u´nica forma feble per a tot el domini
de ca`lcul.
10La solucio´ anal´ıtica U ha de satisfer el fluxe nume`ric, e´s a dir F˜n (U,U+) = Fn (U)
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Figura 3: Discontinu¨ıtat de la solucio´ nume`rica en l’element Ωe.
∫
Ωe
W
∂Ue
∂t
dΩ−
∫
Ωe
W ·∂Fk (Ue)
∂xk
dΩ+
∫
∂Ωe
W ·
[
F˜n
(
Ue,U
+
e
)− Fn (Ue)] dΓ = 0.
(23)
Existeixen diferents maneres de definir el fluxe nume`ric. Veure [4], pero`
per a problemes hiperbo`lics la me´s natural e´s el ‘flux splitting’.
3.2.1 Forma feble de DG amb flux splitting
El flux splitting consisteix en descomposar el fluxe normal Fn en qualsevol
punt del contorn ∂Ωe amb normal exterior n en el fluxe entrant Fn
− i el fluxe
sortint Fn
+
Fn = Fn
− + Fn+. (24)
Si el fluxe normal s’expressa matricialment com
Fn = AnU, (25)
els fluxes entrant i sortint so´n
Fn
+ = A+nU Fn
− = An−U,
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on
An = An
− + An+
An
+ :=
1
2
(An + |An|) amb valors propis positius
An
− :=
1
2
(An − |An|) amb valors propis negatius.
Una vegada descomposat el fluxe normal, el fluxe nume`ric es defineix com
F˜n
(
Ue,U
+
e
)
:= Fn
+ (Ue) + Fn
− (U+e ) , (26)
o alternativament
F˜n
(
Ue,U
+
e
)− Fn (Ue) = An− [[U]] , (27)
on [[U]] = U+e −Ue Representa el salt de la solucio´ nume`rica en el contorn
de l’element Ωe considerat. Ana`logament es defineixen els salts de la resta
de variables com [[•]] = •+ − •
Observacio´ 2 El flux splitting equival a una aproximacio´ ‘upwind’ (contra
corrent) i do´na estabilitat [6].
Observacio´ 3 La integral a les cares interiors amb el terme [[U]] imposa
continu¨ıtat de la solucio´ U en forma feble.
Utilitzant (23) i (27) la forma feble de DG amb flux splitting e´s∫
Ωe
W
∂Ue
∂t
dΩ−
∫
Ωe
W · ∂Fk (Ue)
∂xk
dΩ +
∫
∂Ωe
W ·An− [[U]] dΓ = 0. (28)
Per a l’equacio´ d’ones el fluxe normal obtingut a partir dels fluxes F1 i
F2 e´s
Fn = −c
 αU1n1
U1n2
 , (29)
on s’ha introdu¨ıt la nova variable α que sera` utilitzada en la resta del docu-
ment. α es defineix com
α := U2n1 + U3n2. (30)
Per a l’equacio´ d’ones en dues dimensions les expressions de les matrius
del flux splitting so´n
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An = −c
 0 n1 n2n1 0 0
n2 0 0
 |An| = c
1 0 00 n21 n1n2
0 n1n2 n
2
2

vaps (An) =
 c−c
0
 An− = − c2
 1 n1 n2n1 n21 n1n2
n2 n1n2 n
2
2
 . (31)
Aix´ı, per a l’equacio´ d’ones en dues dimensions es te´
An
− [[U]] = − c
2
([[U1]] + [[α]])
 1n1
n2
 . (32)
3.3 Discretitzacio´
En cada element de la malla la solucio´ U (x, y, t) s’aproxima com
U (x, y, t) ≈
nnod∑
j=1
Uj (t) ·Nj (x, y) (33)
on nnod e´s el nombre de nodes de l’element, {Nj} e´s la base polino`mica
nodal (polinomis de Lagrange) i Uj so´n els valors nodals.
S’utilitzen elements triangulars ja que permeten una implementacio´ molt
eficient dels elements d’alt ordre amb costats rectes, gra`cies a que les seves
matrius elementals es poden calcular a partir d’una de refere`ncia multiplicant-
la pel jacobia` de la transformacio´ isoparame`trica.
Substituint l’aproximacio´ (33) i utilitzant les funcions de forma Ni com
a funcions de test W per a l’element Ωe l’expressio´ (28) queda reescrita en
el segu¨ent sistema d’EDO11
dU
dt
= M−1Fdiv (U) + M−1Fflux
(
U,U+
)
. (34)
Si
U =
U1U2
U3
 , (35)
11El Me`tode Galerkin discontinu rep el nom de Galerkin al utilitzar les funcions de forma
com a funcions test
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amb Ui =
(
U1i · · ·Unnodi
)t
on U ji e´s Ui en el node j, la matriu M e´s
M =
Mˆ 0 00 Mˆ 0
0 0 Mˆ
 , (36)
on Mˆ rep el nom de Matriu elemental de massa[
Mˆ
]
ij
=
∫
Ωe
NiNj dΩ. (37)
Fdiv e´s el fluxe degut a la diverge`ncia
Fdiv = CxF1 + CyF2, (38)
on F1 i F2 so´n els fluxes de la forma conservativa aplicats als valors nodals
de la solucio´ U i
Ck =
Cˆk 0 00 Cˆk 0
0 0 Cˆk
 amb k = x, y, (39)
on Cˆx i Cˆy reben el nom de Matrius elementals de conveccio´[
Cˆk
]
ij
=
∫
Ωe
Ni
∂Nj
∂x
dΩ amb k = x, y. (40)
Fflux e´s el fluxe en el contorn
Fflux = m (Fnum − Fn) , (41)
amb
m =
mˆ 0 00 mˆ 0
0 0 mˆ
 , (42)
on mˆ e´s la Matriu de massa del contorn
[mˆ]ij =
∫
∂Ωe
NiNj dΓ, (43)
i Fnum − Fn e´s l’expressio´ (32) aplicada al vector U a cadascun dels valors
nodals.
Observacio´ 4 Per a cada element de la discretitzacio´ del domini de ca`lcul
Ω s’obte´ el sistema d’EDO de primer ordre (34). A diferencia dels elements
finits aqu´ı no existeix acoblament entre elements i, per tant, podem resoldre
els sistemes corresponents als elements de manera paral·lela i no e´s necessari
emmagatzemar matrius de tamany tan gran.
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3.4 Integracio´ temporal
La discretitzacio´ de la forma feble (28) genera per a cada element el sistema
d’EDO de primer ordre (34). Aquest sistema es resol amb un me`tode Runge-
Kutta expl´ıcit de quart ordre. La seva expressio´ e´s
Yi+1 = Yi + h
[
1
6
k1 +
1
3
k2 +
1
3
k3 +
1
6
k4
]
, (44)
amb
k1 = f (xi,Yi)
k2 = f
(
xi +
1
2
h,Yi + h
1
2
k1
)
k3 = f
(
xi +
1
2
,Yi + h
1
2
k2
)
k4 = f (xi + h,Yi + hk3) .
El me`tode RK4 e´s explicit i per tant e´s necessari tenir en compte la
condicio´ d’estabilitat per al pas de temps ∆t12.
c
∆t
h/p
≤ 1
(2p+ 1)
(45)
on h e´s el tamany del element i p l’ordre d’interpolacio´ utilitzat.
3.5 Condicions de contorn
Per tal de poder resoldre el sistema d’EDO (34) e´s necessari cone`ixer A−n [[U]]
o equivalentment [[U1]] i [[α]] en totes les cares dels elements de la discretit-
zacio´. Tal i com s’observa a la Figura 4(a), aixo` en general e´s possible si
l’element considerat e´s interior, e´s a dir, cap de les seves cares pertany al
contorn. En canvi en les cares que pertanyen al contorn, Figura 4(b), U+e,1
i α+e,1 no estan definits al no haver-hi f´ısicament un element exterior a dita
cara. Aquests valors que no estan definits venen donats per les condicions
de contorn. Seguidament es mostra com s’obtenen els valors U+e,1 i α
+
e,1 per a
cada tipus de condicio´ de contorn utilitzada.
12La condicio´ d’estabilitat (45) no correspon a l’esquema RK4 utilitzat, pero` e´s me´s
restrictiva del necessari.
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(a) Cara interior (b) Cara exterior
Figura 4: Diferenciacio´ entre cares interiors i exteriors.
3.5.1 Condicions de salt de Rankine Hugoniot
Les condicions de salt de Rankine Hugoniot per un sistema de lleis conser-
vatives com (19) so´n
[[Fn]] = λj [[U]] , (46)
on λj so´n els autovalors de la matriu An =
∂Fn
∂U
mostrada en (31).
Aquestes condicions han de ser complertes al llarg de les l´ınies carac-
ter´ıstiques
dx
dt
= λj. En la Figura 5 es representa el pla de les l´ınies carac-
ter´ıstiques.
Figura 5: L´ınies caracter´ıstiques.
Per a l’equacio´ d’ones els valors propis λj so´n els donats en (31). Les
28
Francesc Verdugo Rojano Cap´ıtol 2. Discontinuous Galerkin.
relacions entre els valors de les variables en Ωe i Ω
+
e venen donades per les
condicions de salt de Rankine Hugoniot al llarg de la caracter´ıstica
dx
dt
= −c.
Aquestes so´n
[[α]] = [[U1]] (47)
[[U1]]n1 = [[U2]] (48)
[[U1]]n2 = [[U3]] . (49)
Notar que (47) e´s equivalent a (48) i (49).
3.5.2 Condicio´ de reflexio´ total
Tal i com s’ha vist en el Cap´ıtol 2 la condicio´ de reflexio´ total te´ la forma
∂φ
∂n
= g, (50)
on g e´s la informacio´ corresponent a la ona incident si el problema es resol
u´nicament per a l’ona reflexada de notada apartir d’ara com φ.
Aplicant el canvi de variable (17) a (50) la condicio´ de reflexio´ total
s’escriu
α+ = g. (51)
Per determinar totalment el fluxe (32) la condicio´ de Rankine Hugoni-
ot (47) determina U+1 admissible
U+1 = U1 + g − α.
3.5.3 Condicio´ d’absorcio´ parcial
La condicio´ d’absorcio´ parcial tal com s’ha vist en el Cap´ıtol 2 e´s
∂φ
∂n
+
A
c
∂φ
∂t
= g, (52)
on A e´s el coeficient d’absorcio´ i g e´s la informacio´ corresponent a l’ona in-
cident.
Aplicant el canvi de variable (17) en (52) la condicio´ e´s
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α+ = −AU+1 + g. (53)
Utilitzant la condicio´ de Rankine Hugoniot (47) es determinen els valors
U+1 i α
+ admissibles
U+1 =
U1 + g − α
1 + A
α+ =
g + A (α− U1)
1 + A
.
3.5.4 Condicio´ absorbent de primer ordre
La condicio´ absorbent de primer ordre vista en el Cap´ıtol 2 e´s
∂φ
∂n
+
1
c
∂φ
∂t
= 0. (54)
Utilitzant el canvi de variable (17) la condicio´ e´s
α+ + U+1 = 0. (55)
La condicio´ (54) e´s equivalent a imposar que el fluxe entrant e´s nul
F+ (U) = 0. En particular, per U+e = 0 el fluxe entrant e´s nul.
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4 Resultats nume`rics
L’objecte d’aquesta seccio´ e´s doble. Per una banda, es recullen els problemes
test realitzats per a la validacio´ del me`tode implementat. Entre aquests pro-
blemes es troben la comprovacio´ de la converge`ncia del me`tode, la validacio´
de les condicions de contorn i un test en dues dimensions. Per l’altra banda
es tracta finalment la simulacio´ de la propagacio´ de l’onatge en un exemple
real. El problema triat ha estat la resolucio´ de l’onatge en el port de Mataro´
situat en la prov´ıncia de Barcelona, que per les seves caracter´ıstiques ha estat
considerat un exemple indicat per ser tractat en aquesta tesina.
4.1 Tests de Validacio´
Els problemes test que es presenten a continuacio´ tenen l’objectiu de validar
la implementacio´ del me`tode DG per a l’equacio´ d’ones. En primer lloc s’-
ha realitzat un test de converge`ncia per a comprovar que l’equacio´ es resol
correctament a l’interior del domini. La implementacio´ de les condicions de
contorn es testegen amb problemes reduibles a 1D amb les condicions de re-
flexio´ total, absorcio´ parcial i absorbent de primer ordre tant per a elements
rectes com per a corbs.
Els tests s’han dissenyat de tal manera que, triant les condicions de con-
torn adequades en cada cas, la resolucio´ de l’equacio´ d’ones tingui solucio´
anal´ıtica. La solucio´ anal´ıtica triada ha estat la funcio´ unidimensional
φ (x, t) = cos (k (x− ct)) , (56)
que amb les definicions (17) correspon aU1U2
U3
 =
 kc sin (k (x− ct))−kc sin (k (x− ct))
0
 .
La utilitat de cone`ixer la solucio´ anal´ıtica e´s comparar-la amb els resultats
obtinguts i avaluar l’error come`s en el ca`lcul. La mesura de l’error utilitzada
e´s la norma L2
‖e‖L2 = ‖uh − u‖L2 =
√∫
Ω
(uh − u)2 dΩ, (57)
on e representa l’error come´s en el ca`lcul, uh la solucio´ nume`rica i u la solu-
cio´ anal´ıtica del problema. Amb aquesta expressio´ e´s pot determinar l’error
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come´s en cada una de les components de U.
En tots els tests s’utilitza el mateix pas de temps ∆t calculat com
∆t =
∆t∗
2
, (58)
on ∆t∗ e´s el pas de temps determinat per a la condicio´ d’estabilitat (45).
S’ha comprovat que l’error provocat per a aquest pas de temps enfront de
l’error provinent de la interpolacio´ espacial no e´s rellevant en l’estimacio´ de
l’error total, veure segu¨ent seccio´.
4.1.1 Test de converge`ncia
L’objectiu del test de converge`ncia e´s validar la implementacio´ del me`tode
DG per a l’equacio´ d’ones. Concretament es vol testejar les expressions
desenvolupades de les matrius del flux splitting i els fluxes entre elements
(corresponents a les cares interiors) que so´n els responsables de la resolucio´
del problema en l’interior del domini.
Figura 6: Domini utilitzat en el test de converge`ncia.
Per testejar la converge`nca es planteja la resolucio´ de l’equacio´ d’ones (16)
en el domini rectangular Ω = [0, 1]× [0, 0.1], veure Figura 6, amb la segu¨ent
condicio´ de contorn
∂φ
∂n
= g en ΓN , (59a)
amb
g = −kc sin (k (x− ct)) · n1, (59b)
i amb la condicio´ inicial
φ = cos (kx) en Ω, t = 0, (60)
o equivalentment
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U =
 kc sin (kx)−kc sin (kx)
0
 , (61)
de manera que (56) e´s la solucio´ anal´ıtica del problema.
Els valors escollits per els para`metres c, ω i el temps final tf so´n
c = 1
k = 4pi
tf = 1.
D’aquesta manera l’ona solucio´ avanc¸a dos longituds d’ona en el domini de
ca`lcul.
Les tres malles utilitzades en el test so´n les representades a la Figura 7.
Les malles 2 i 3 s’obtenen refinant a la meitat i a la quarta part el tamany h
de la malla 1.
(a) Malla 1
(b) Malla 2
(c) Malla 3
Figura 7: Malles utilitzades per a comprovar la converge`ncia del me`tode
implementat.
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Abans de realitzar el test de converge`ncia es comprova que l’error no
depe`n del pas de temps ∆t utilitzat. Tal i com es mostra a la Figura 8,
prenent ∆t dins del rang d’estabilitat (∆t ≤ ∆t∗ definit a (45)) fins a p = 6
l’error e´s independent del pas de temps considerat, per tant el pas de temps
∆t = ∆t∗/2 e´s suficient.
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Figura 8: Evolucio´ de l’error temporal respecte al pas de temps per a diferents
malles de ca`lcul.
La Figura 9 mostra l’evolucio´ de l’error davant del refinament de la malla
per a diferents ordres, desde p = 1 fins a p = 6. Segons Hughes (1987),
veure [7], el valor teo`ric dels pendents de les rectes de converge`ncia en el pla
log10 (e) − log10 (h) e´s p + 1. S’observa que els pendents obtinguts so´n sem-
blants a aquests valors teo`rics. Aixo` porta a considerar que la implementacio´
del me`tode e´s va`lida.
Per tal d’observar la relacio´ entre el cost computacional i la precisio´ ob-
tinguda es representa l’error enfront dels graus de llibertat de cada ca`lcul.
Al tractar-se de DG els graus de llibertat es calculen com
gl = N
(p+ 1) (p+ 2)
2
,
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Figura 9: Converge`ncia del me`tode per a diferents ordres d’interpolacio´.
on N e´s el nombre total d’elements de la malla.
A la Figura 10 s’observa l’efecte de refinar la malla (l´ınies cont´ınues, refi-
nament h) i augmentar l’ordre d’interpolacio´ (l´ınies discont´ınues, refinament
p) sobre la precisio´. S’observa que per al mateix nombre de graus de llibertat
s’obte´ major precisio´ amb el refinament p.
4.1.2 Test per les condicions de contorn
Seguidament es presenten els tests realitzats per a validar la implementacio´
de les condicions de contorn. L’objectiu e´s comprovar el funcionament de les
rutines utilitzades en el codi corresponents als elements tan rectes com corbs.
En tots els casos els valors adoptats dels para`metres c, ω i del temps final tf
so´n
c = 1
k = 2
tf = 4.
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Figura 10: Efecte del refinament h i p.
S’han utilitzat dos tipus de geometries, una amb tots els contorns rectes
i l’altre amb un contorn corb, que s’han discretitzat amb les malles represen-
tades a la Figura 11.
(a) (b)
Figura 11: Malles utilitzades per testejar les condicions de contorn amb
elements rectes i elements corbs.
Condicio´ de reflexio´ total.
Per tal de comprovar el funcionament de la condicio´ de reflexio´ total s’ha
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dissenyat el problema representat a la Figura 12. Amb aquest test es volen
validar les condicions de reflexio´ total per a elements rectes i per a elements
corbs.
Figura 12: Domini utilitzat per testejar la condicio´ de reflexio´ total.
Es considera l’equacio´ d’ones juntament amb la condicio´ de contorn (59)
i la condicio´ inicial (60), de tal manera que (56) e´s la solucio´ anal´ıtica.
A la Figura 13 s’observen els resultats per a la component U1 i U3 de la
solucio´. No es s’ha representat la component U2 ja que e´s sime`trica a la com-
ponent U1 respecte al pla xy. L’error come´s en cada component es mostra a
la Taula 1.
Taula 1: Error L2 come´s en el ca`lcul de l’equacio´ d’ones amb condicions de
contorn de reflexio´ total.
Component error
U1 0.0231
U2 0.0116
U3 0.0021
A la vista dels resultats la implementacio´ de la condicio´ de reflexio´ total
es considera va`lida tant per elements rectes com per corbs.
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Figura 13: Resolucio´ de l’equacio´ d’ones amb condicions de contorn de re-
flexio´ total. Vista de la primera i tercera component del vector de variables
conservades.
Condicio´ absorbent de primer ordre.
La condicio´ absorbent de primer ordre es testeja amb els problemes descrits
a la Figura 14, sent el primer per a elements rectes i el segon per a elements
corbs. El problema consisteix en resoldre l’equacio´ d’ones en el domini recte
ΩR i en el domini corb ΩC amb la condicio´ inicial (60) i la condicio´ per al
contorn ΓN definida a (59) juntament amb la condicio´ absorbent de primer
ordre
(a) (b)
Figura 14: Problemes dissenyats per a validar la implementacio´ de la condicio´
absorbent de primer ordre en contorns rectes i corbs.
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∂φ
∂n
+
1
c
∂φ
∂t
= 0 en ΓABC , (62)
Per aquestes condicions de contorn la funcio´ (56) e´s la solucio´ anal´ıtica del
problema si la incide`ncia de l’ona e´s normal sobre el contorn absorbent ΓABC .
A la Figura 15 s’observen els resultats per a la component U1 i U3 de la
solucio´. L’error come´s en cada component es mostra a la Taula 2.
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Figura 15: Resolucio´ de l’equacio´ d’ones amb condicions de contorn de refle-
xio´ total i absorbents de primer ordre. Vista de la primera i tercera compo-
nent del vector de variables conservades.
Una explicacio´ a que l’error sigui major per a elements corbs e´s que la
incide`ncia no e´s totalment normal al llarg del contorn corb. A la vista dels
resultats la implementacio´ de la condicio´ absorbent de primer ordre es con-
sidera va`lida tant per elements rectes com per corbs.
39
Modelitzacio´ nume`rica de la propagacio´ d’onatge amb DG
Taula 2: Error L2 come´s en el ca`lcul de l’equacio´ d’ones amb la condicio´
d’absorcio´ parcial.
Component Error
Rectes Corbs
U1 0.0174 0.1171
U2 0.0174 0.6980
U3 0.0004 0.2200
Condicio´ d’absorcio´ parcial
Tal i com s’ha vist a la seccio´ 2.4, la condicio´ d’absorcio´ parcial (14) per
A = 0 e´s equivalent a la condicio´ de reflexio´ total (59), i per A = 1 e´s equi-
valent a la condicio´ absorbent de primer ordre (62). La primera estrate`gia
seguida per a validar-la ha estat comprovar que aixo` e´s realment aix´ı en el
codi implementat. Amb aquest propo`sit s’han dissenyat els dos problemes
descrits a la Figura 16.
(a) (b)
Figura 16: Problemes dissenyats per validar la implementacio´ de la condicio´
d’absorcio´ parcial.
El problema de la Figura 16(a) tracta de comprovar que la condicio´ d’ab-
sorcio´ parcial e´s equivalent a la condicio´ absorbent per A = 1. Es considera
l’equacio´ d’ones (16) amb la condicio´ inicial (60) la condicio´ (59) en ΓN i
la condicio´ d’absorcio´ parcial (14) u´nicament sobre l’ona reflexada (e´s a dir
g = 0).
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El problema de la Figura 16(b) tracta de comprovar que la condicio´ d’ab-
sorcio´ parcial e´s equivalent a la condicio´ de reflexio´ total. Es resol l’equacio´
d’ones (16) amb la condicio´ inicial (60), la condicio´ (59) en ΓN , la condicio´
(62) en ΓABC i la condicio´ (14) en ΓR per l’ona total (e´s a dir, g definida a
(59b)).
En ambdo´s casos els problemes equivalen al test realitzat per a la con-
dicio´ absorbent de primer ordre (Figura 14(a). Els resultats obtinguts so´n
exactament els mateixos i per tant es considera va`lida la implementacio´ de
la condicio´ d’absorcio´ parcial per els valors A = 0 i A = 1.
Per validar la condicio´ per a la resta de valors del coeficient A es determina
la relacio´ entre l’amplitud incident i reflexada pel contorn ΓR, on s’imposa
condicio´ d’absorcio´ parcial, per poder-la comparar amb la relacio´ obtinguda
per altres mitjans que en principi considerem va`lids. Amb aquest objectiu es
realitza el problema descrit a la Figura 16(b). El test consisteix en simular
l’ona reflexada en el contorn ΓR provocada per la incide`ncia d’una d’amplitud
coneguda. L’ona incident triada e´s
φ0 (x, t) = cos (k (x+ ct)) . (63)
Per aquesta ona la funcio´ g de la condicio´ d’absorcio´ parcial (14) e´s
g = −kc sin (k (x+ ct)) · n1.
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Figura 17: Relacio´ entre amplitud reflexada i incident.
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La relacio´ obtinguda entre l’amplitud reflexada i l’incident es mostra a
la Figura 17 per a A ∈ [0, 1]. El valor obtingut per a A = 5 coincideix amb
un valor de refere`ncia calculat amb difere`ncies finites. Per tant es considera
va`lida la implementacio´ de la condicio´ d’absorcio´ parcial per a qualsevol valor
de A ∈ [0, 1].
4.1.3 Test 2D
Degut a que tots els testos anteriors so´n problemes unidimensionals i que el
veritable objectiu e´s resoldre l’equacio´ d’ones en dues dimensions, s’ha rea-
litzat el test en dues dimensions descrit a la Figura 18.
(a) (b)
Figura 18: Domini i malla utilitzats en el test 2D.
El problema consisteix en simular la incide`ncia d’una ona que viatja d’es-
querra a dreta, φ0 = e
i(kx−ωt), i que incideix contra un cilindre totalment
reflexant de radi 1 perpendicular al pla xy. En el contorn ΓN s’imposa la
condicio´ de reflexio´ total (59). La funcio´ g corresponent en aquest cas e´s
g = −ω sin (kx− ωt) . (64)
La utilitat de definir aix´ı el problema e´s que te´ solucio´ anal´ıtica coneguda.
Aquesta e´s
φ (x, y, t) = φ˜ (x, y) e−iωt, (65)
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amb
φ˜ (r, θ) =
∞∑
m=0
ami
m J
′
m (kR1)
H ′m (kR1)
Hm (kr) cos (mθ) . (66)
on R1 e´s el radi del cilindre, Jm e´s la funcio´ cil´ındrica de Bessel de primer
tipus d’ordre m, Hm e´s la funcio´ cil´ındrica de Hankel de primer tipus d’ordre
m amb a0 = 1 i am = 2, m > 0, amb (r, θ) les coordenades polars de (x, y).
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Figura 19: Comparacio´ dels resultas nume`rics del test 2D amb la seva solucio´
anal´ıtica. Vista de la component U1
Per a acotar el domini de ca`lcul es considera un contorn absorbent ΓABC
circular de radi 5 i conce`ntric al cilindre on s’hi ha imposat la condicio´ ab-
sorbent de primer ordre (62). Per realitzar el ca`lcul s’ha utilitzat la malla
d’elements rectes representada a la Figura 18(b) amb ordre d’interpolacio´
p = 2. El tamay h corresponent a la malla i al ordre d’interpolacio´ utilitzat
e´s h = 0.088. Els valors dels para`metres k, c utilitzats so´n
c = 1
k = pi.
ω e´s calcula a partir d’aquests dos para`metres com ω = ck.
Els resultats obtinguts per a t = 14 so´n els representats a la Figura 19.
Per tal de validar els resultats es comparen amb la solucio´ anal´ıtica del pro-
blema. En condret s’han comparat els resultats obtinguts u´nicament per a
la component U1 ja que per a la resta e´s complex trobar la seva expressio´. A
partir de l’expressio´ (65) la component U1 de la solucio´ anal´ıtica e´s
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U1 :=
∂
∂t
< (φ) = ω
(
<
(
φ˜
)
sin (−ωt) + =
(
φ˜
)
cos (−ωt)
)
. (67)
La solucio´ nume`rica i l’anal´ıtica nome´s es poden comparar en la zona
propera al cilindre, ja que la solucio´ nume`rica pot estar influenciada pel
contorn absorbent. Tal i com s’observa les dues solucions so´n molt semblants
i, per tant, es considera va`lid el test.
4.2 Simulacio´ nume`rica de l’onatge.
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s aplicar tota la teoria desenvolupada al llarg
d’aquest document en la simulacio´ de la propagacio´ de l’onatge en un cas re-
al. L’exemple triat ha estat el port de Mataro´ (longitud: 2◦ 26,8’ E, latitud:
41◦31,9’ N ) situat a la prov´ıncia de Barcelona . Les seves dimensions, la
seva geometria i la possibilitat d’obtenir informacio´ u´til per la realitzacio´ de
la simulacio´ han estat els motius pels quals s’ha triat aquest exemple.
A la Figura 20 s’observa la planta del port de Mataro´. Es tracta d’un port
esportiu amb una da`rsena pesquera i un total de 1080 amarratges. La zona
d’aigu¨es interiors esta protegida dels temporals me´s habituals provinents de
llevant per un dic de 1000m de longitud en forma de colze format per un talu´s
d’escullera en la seva part exterior i acabat en pantalla vertical de formigo´
en la seva part interior. La superf´ıcie total del mirall d’aigua del port e´s de
123110 m2 i la superf´ıcie total e´s de 285489 m 2. L’organisme titular e´s la
Direccio´ General de Port i Aeroports de Catalunya i esta` cedit en re`gim de
concessio´ administrativa al Consorci del Port de Mataro´.
4.2.1 Plantejament
El problema a resoldre per a simular la propagacio´ de l’onatge e´s el plantejat
a la Figura 21. Es tracta de resoldre l’equacio´ d’ones en el domini Ω imposant
condicio´ de reflexio´ total en ΓN , condicio´ d’absorcio´ parcial en ΓR i condicio´
absorbent de primer ordre en ΓABC . Les condicions de contorn es defineixen
a partir del potencial de l’onatge incident φ0 tal i com es comenta a la seccio´ 2.
El domini Ω s’ha obtingut fent una simplificacio´ de la geometria del port13
i introduint el contorn absorbent ΓABC . La simplificacio´ realitzada ha estat
ba`sicament suprimir tots els pantalans del port. La definicio´ del contorn
13La geometria del port s’ha obtingut a partir de la base topogra`fica 1:5000 del Institut
Cartogra`fic de Catalunya. Veure annex 7.1.1
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Figura 20: Ortofotografia del port de Mataro´. Proporcionada per l’Institut
Cartogra`fic Catalunya.
absorbent ha tingut en compte que la condicio´ absorbent de primer ordre
nome´s absorbeix totalment l’ona reflexada per incide`ncia normal. A priori
no es coneix quina sera` l’ona solucio´ i per tant no e´s fa`cil definir aquest con-
torn. El criteri seguit en aquest exemple ha estat triar el contorn ΓABC de
tal manera que sigui perpendicular als contorns f´ısics.
Els contorns ΓN , ΓR i ΓABC s’han definit en funcio´ dels elements f´ısics
observats a la fotografia ae`ria del port. Al contorn ΓN li corresponen tots els
paraments verticals de l’interior del port, a ΓR tots els talussos d’escullera i
platges, i a ΓABC tot el contorn artificial creat sobre la superf´ıcie del mar.
El valor del coeficient d’absorcio´ parcial triat tant per l’escullera com per la
platja ha estat de A = 0, 6. Veure [2].
Els para`metres f´ısics necessa`ris per a la definicio´ del potencial incident
φ0 (frequ¨e`ncia angular ω, nombre d’ones k i angle d’incide`ncia α) han estat
determinats a partir de les dades d’un dels temporals reals que actuen habi-
tualment sobre el port. S’ha triat el temporal provinent de S - 35◦ - O que e´s
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Figura 21: Domini utilitzat en la simulacio´ de l’onatge.
el que pot afectar amb major grau la zona interior del port14. L’alc¸ada d’ona
en aigu¨es profundes H0, la longitud d’ona en aigu¨es profundes L0 i el per´ıode
T del temporal considerat es mostren a la Taula 3. A partir d’aquestes dades
els para`metres f´ısics que defineixen φ0 es determinen de la segu¨ent manera.
La frequ¨e`ncia angular ω es determina amb l’expressio´ (2) a partir del per´ıode
T del temporal considerat. El seu valor e´s ω = 0, 56200 rad/s. El nombre
d’ones k es calcula amb la relacio´ de dispersio´ (9) a partir dels valors de ω
i de la profunditat del fons h. Segons les diverses fonts consultades, veure
la seccio´ 7.2.1 s’ha considerat una profunditat promig de h = 4 m en tot el
domini. Per aquest valor el nombre d’ones e´s k = 0, 091739 rad/m. L’angle
d’incide`ncia corresponent a S - 35◦ - O e´s α = 0, 95993 rad.
Taula 3: Caracter´ıstiques de l’onatge incident en aigu¨es profundes.
H0 L0 T
4.77m 195,25m 11.18s
Nome´s e´s necessari realitzar el ca`lcul per H = 1 m donat que l’equacio´
14La informacio´ referent als temporals s’ha extret de [8].
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d’ones i les condicions de contorn utilitzades so´n lineals respecte l’alc¸ada d’o-
na. La solucio´ per a qualsevol altra alc¸ada d’ona es determina simplement
multiplicant la solucio´ obtinguda per l’alc¸ada d’ona desitjada.
La malla utilitzada en el ca`lcul e´s la representada a la Figura 2215. Es
tracta d’una malla d’elements rectes de tercer ordre (a la figura no s’han re-
presentat els nodes). Els detalls de la geometria del contorn fixen un tamany
d’element h me´s petit que l’estrictament necessari per la interpolacio´ de l’ona
solucio´. Per reduir el nombre d’elements total s’ha optat per fer me´s grollera
la malla en els punts propers al contorn absorbent. A la taula 4 s’observen
les caracter´ıtstiques de la malla.
Figura 22: Malla utilitzada en la simulacio´ de la propagacio´ de l’onatge.
El pas de temps triat e´s
15La malla ha estat generada a partir del CAD del contorn del port amb el mallador
ez4u.
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Taula 4: Caracter´ıstiques de la malla.
Num. d’elements h: ma`xim mı´nim caracter´ıstic (m)
6370 156 2.27 14
∆t =
T
q
, (68)
amb q =
1
2
⌈
T
∆t∗
⌉
on ∆t∗ e´s el pas de temps definit en la condicio´ d’esta-
bilitat (45). El pas de temps definit d’aquesta manera esta` dins del rang
d’estabilitat de l’esquema RK4 i e´s un divisor del per´ıode.
4.2.2 Resultats
Els resultats mostrats a continuacio´ corresponen a la sobreelevacio´ de la
la`mina lliure del mar η (x, y, t) obtinguda amb l’expressio´ (6) a partir de la
component U1 obtinguda en la simulacio´.
Despre´s de 8 dies de ca`lcul de CPU s’han aconseguit simular 3 minuts i
49.19 segons de propagacio´ d’onatge corresponents a 20,5 per´ıodes de l’ona
incident.
En la Figura 23 es mostren els resultats obtinguts per l’u´ltim instant de
temps calculat. S’ha comprovat que en aquest instant els resultats encara
no han arribat a re`gim estacionari. Tal com semblaria correcte segons la
intu¨ıcio´ f´ısica l’onatge incideix contra el morro del dic principal provocant
difraccio´ i reduccio´ de l’alc¸ada d’ona que entra per la bocana del port. Entre
l’espigo´ i el contradic s’observa com queda una zona a l’ombra de l’onat-
ge on justament esta situada unes de les platges. Des d’un punt de vista
f´ısic e´s me´s dif´ıcil justificar la forta agitacio´ que es produeix a l’interior del
port. Pot ser que al no haver assolit re`gim estacionari no es pugui fer cap
interpretacio´ f´ısica en aquest sentit. Es pot observar que les oscil·lacions que
es produeixen a l’interior del port tenen alc¸ada d’ona lleugerament superi-
or a la del onatge incident i la seva orientacio´ e´s tambe´ lleugerament diferent.
El moviment de les onades sembla ser l’adequat i, per tant, es pot conside-
rar que s’esta` resolent correctament l’equacio´ d’ones en el interior del domini
de ca`lcul. S’observa com el gran tamany dels elements propers al contorn
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Figura 23: Simulacio´ de la propagacio´ de l’onatge. Representacio´ de la so-
breelevacio´ de la superf´ıcie lliure del mar (m).
absorbent provoquen que la solucio´ no estigui ben interpolada en aquesta
zona prou allunyada de la zona d’intere´s. El contorn absorbent utilitzat en
la simulacio´ ha estat ben triat ja que, tal i com s’observa en la Figura 24,
la incide`ncia de l’ona reflexada contra ell e´s pra`cticament normal en tots els
casos. Aquesta situacio´ provoca que la condicio´ de contorn absorbent de pri-
mer ordre funcioni favorablement. Els resultats obtinguts en punts propers
als contorns on s’ha imposat la condicio´ d’absorcio´ parcial semblen correc-
tes, com per exemple en el morro del dic principal o l’espigo´. En canvi els
resultats obtinguts en el interior del port no semblen validar de manera clara
el funcionament de la condicio´ de reflexio´ total, encara que tampoc es te´ cap
motiu com per a rebutjar-la.
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Figura 24: Representacio´ de l’onatge reflexat (m).
5 Conclusions
Aquesta tesina posa de manifest les dificultats associades a la modelitzacio´
nume`rica eficient de la propagacio´ d’onatge en zones costeres.
En primer lloc, la modelitzacio´ del problema es pot fer mitjanc¸ant l’equa-
cio´ de Berkhoff, que se simplifica a l’equacio´ d’ones en el cas de fons constant,
i que es complementa amb condicions de contorn que introdueixen l’efecte de
les estructures que limiten la zona d’aigu¨es del port (dics, platges, esculle-
res). La definicio´ dels para`metres per a les condicions de contorn (coeficients
d’absorcio´, etc.), o del valor de la profunditat per obtenir el nombre d’ones,
no e´s una eleccio´ fa`cil. Per exemple, la batimetria d’un port e´s una dada cos-
tosa d’obtenir i de fet s’hauria de mesurar perio`dicament degut l’aterrament
constant i el consequ¨ent dragatge. D’altra banda, el domini e´s t´ıpicament
no acota, al tractar-se de la superf´ıcie marina. Aixo` fa necessa`ria la introduc-
cio´ de contorns artificials en els quals s’han d’imposar condicions de contorn
absorbents. L’eleccio´ d’aquestes condicions no e´s un problema trivial i exis-
teixen gran quantitat de me`todes. Finalment, el domini e´s de dimensions
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molt superiors a la longitud d’ona i te´ detalls geome`trics complexes. Per
tant, es fa necessa`ria la utilitzacio´ de discretitzacions de gran precisio´ (molts
elements de ordre baix o elements d’ordre alt) per aproximar la solucio´, i cal
tambe´ adaptar la mida de l’element per representar de manera adequada els
detalls geome`trics.
En aquesta tesina, s’ha optat per fer una resolucio´ del problema amb el
me`tode DG i un esquema expl´ıcit de Runge-Kutta de quart ordre per a la
integracio´ temporal. El me`tode DG permet una implementacio´ senzilla dels
elements d’ordre alt. Originalment, es disposava d’un codi per a la resolucio´
de les equacions de Maxwell. Les difere`ncies de les equacions de Maxwell
amb l’equacio´ d’ones no so´n grans, pero` s’han hagut de superar una se`rie de
dificultats per adaptar el codi a l’equacio´ d’ones.
La reduccio´ de l’equacio´ de Berkhoff en l’equacio´ d’ones no ha servit
nome´s per disminuir la dificultat d’implementacio´ del problema sino´ que s’-
ha comprovat que pot ser una bona estrate`gia en situacions on no es te´ un
coneixement prou detallat de la geometria del fons.
Per al contorn artificial s’ha considerat una condicio´ de contorn absorbent
de primer ordre. Aquesta eleccio´ ha estat adequada en el sentit que e´s cohe-
rent amb la simplificacio´ de considerar profunditat constant. No seria gaire
lo`gic utilitzar una condicio´ absorbent molt sofisticada si s’esta` simplificant
el problema en altres aspectes. Per als resultats obtinguts en l’exemple del
port es comprova el bon funcionament de la condicio´ absorbent per la poca
influencia en el interior del port tot i la proximitat del contorn absorbent.
Pero` cal remarcar que una condicio´ de contorn me´s precisa permetria reduir
les dimensions del domini de resolucio´, ja que el contorn absorbent podria
ser me´s proper a la zona d’intere`s.
En el test de converge`ncia s’ha pogut observar com el me`tode DG esta`
especialment indicat per a malles grolleres d’elements d’ordre alt. La limi-
tacio´ que presenten les malles grolleres e´s que la geometria del contorn pot
exigir una mida me´s petita de l’element que no la que realment necessita
la interpolacio´ de la solucio´. Per a la generacio´ de malles amb una mida
d’element adaptat a la geometria s’ha utilitzat el generador de malles EZ4U
desenvolupat al Laboratori de Ca`lcul Nume`ric (www-lacan.upc.edu).
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6 Recerca futura
En aquest treball s’ha considerat l’equacio´ d’ones assumint profunditat del
fons mar´ı constant, principalment per la manca de dades de la batimetria
i per la facilitat d’implementacio´. Aquesta hipo`tesi no representa, de ma-
nera totalment adequada, la simulacio´ d’onatge en ports i es proposa com
a treball futur estudiar la influe`ncia de les variacions de la profunditat en
els resultats. Ate`s que la determinacio´ del valor de la profunditat mitjana
esta` plena d’incertesa, de cara a estudiar la sensibilitat dels resultats enfront
d’aquesta dada, es podria complementar aquest treball amb una simulacio´
de Montecarlo.
Per a la implementacio´ del contorn absorbent s’ha optat per una condicio´ de
primer ordre. Existeixen, pero`, altres alternatives de me´s precisio´, que per-
metrien reduir les dimensions del domini de ca`lcul. Es proposa utilitzar la
te`cnica del PML (Perfectly Matched Layer) [9], [10]. Aquesta e´s una te`cnica
inicialment desenvolupada per l’electrodina`mica pero` que e´s extensible a l’e-
quacio´ de Berkhoff (o l’equacio´ d’ones). El PML consisteix a introduir una
franja al llarg del contorn artificial d’un material capac¸ d’esmorteir les ones
sortints.
Els detalls de la geometria del port imposen una mida d’element considera-
blement menor al que seria necessari per aproximar la solucio´. Una solucio´
raonable en aquests casos e´s la utilitzacio´ de la te`cnica NEFEM (NURBS-
Enhanced Finite Element Method, [11]).
Amb la implementacio´ actual, el temps de CPU per l’exemple del port e´s
clarament excessiu: per simular 3 minuts poden caldre fins a 8 dies. Aixo` e´s
causat principalment perque` la implementacio´ s’ha fet amb Matlab. Aquesta
eleccio´ facilita la implementacio´, pero` si utilitze´ssim Fortran o C el temps de
ca`lcul podria ser fins a deu vegades inferior. Una alternativa per millorar el
temps de CPU e´s utilitzar ca`lcul en parallel que, a me´s a me´s, e´s relativa-
ment senzill al utilitzar DG. D’altra banda, un dels motius que fa el temps
de ca`lcul tan elevat e´s la utilitzacio´ del me`tode RK4 per a la resolucio´ de
la part temporal. Si el que es prete´n e´s arribar a un re`gim estacionari no
e´s necessa`ria una precisio´ tan alta en la interpolacio´ temporal i, per tant,
es podria utilitzar un me`tode de primer ordre que nome´s necessitaria una
avaluacio´ per cada pas de temps a difere`ncia de les quatre que necessita el
RK4.
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7 Annexos
7.1 Obtencio´ d’informacio´ gra`fica
7.1.1 Obtencio´ d’imatges d’alta resolucio´
Per a la realitzacio´ del ca`lcul de l’exemple del port de Mataro´ ha estat molt
u´til disposar de fotografies ae`ries de la zona d’estudi. En la majoria de casos
mitjans com Google Earth poden ser de gran ajuda per la seva senzillesa,
accessibilitat i comoditat. En canvi, en els casos que es requereix major qua-
litat de la imatge, els ortofotomapes so´n una bona solucio´. Els principals
avantatges dels ortofotomapes so´n: el punt de vista e´s ortogonal i per tant
no es modifiquen les a`rees dels objectes, i es poden georreferenciar permetent
obtenir les coordenades de qualsevol punt de la imatge.
Els ortofotomapes utilitzats en la tesina han estat descarregats de la web
de l’Institut Cartogra`fic de Catalunya (www.icc.cat). El format de les fo-
tografies e´s .sid i es poden canviar d’extensio´ amb el programa IrfanView
complementat amb l’actualitzacio´ irfanview-plugins-410-setup. Els dos pro-
grames es poden descarregar a trave´s la web del ICC.
7.1.2 Obtencio´ de la geometria en CAD
Per a la generacio´ de la malla s’ha utilitzat la geometria del port de Mataro´
obtinguda a partir de la base topogra`fica 1:5000 del ICC, disponible en CAD
a la web (www.icc.cat), veure figura 25.
A partir d’aquesta geometria s’ha definit el contorn del port amb po-
lil´ınies (parts rectes del contorn) i corbes B-Splines o NURBS (parts corbes
del contorn). Finalment es defineix el domini de ca`lcul com la superf´ıcie
tancada per aquest contorn. Aquestes entitats geome`triques (contorn i su-
perf´ıcie) composen la informacio´ d’entrada per al mallador. Des del punt de
vista pra`ctic e´s important guardar la informacio´ del contorn, ja que permet
assignar diferents tamanys d’element a l’hora de generar la malla. El format
d’entrada del mallador ha estat STEP.
7.2 Obtencio´ d’informacio´ f´ısica
7.2.1 Determinacio´ de la profunditat del port
La modelitzacio´ de la propagacio´ de l’onatge amb l’equacio´ d’ones implica
definir una profunditat promig de tot el domini de ca`lcul. Per determinar
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Figura 25: Base topogra`fica de la zona del port de Mataro´.
aquest valor s’han utilitzat les fonts que es mostren a continuacio´.
Segons la batimetria recollida en el document del projecte del port de
Mataro´ de 1984 les fonda`ries existents abans de la construccio´ de l’estruc-
tura comprenien valors entre els 4 metres, en la zona de da`rsenes, i els 8
metres en la bocana. La construccio´ del port haura` modificat previsiblement
aquests valors i en l’actualitat poden ser sensiblement menors. En tot cas es
prenen aquestes dades com a valors orientatius de l’ordre de magnitud de les
fonda`ries existents en el port.
Segons el pla de Ports de Catalunya de 2006 [12] la fonda`ria en la bocana
e´s de 8 metres i en la zona de da`rsenes compre`n valors entre 3 i 7 metres.
Aquestes dades so´n me´s actuals que les dades de la batimetria, pero` al corres-
pondre a un estudi d’a`mbit molt general han de ser considerares igualment
de manera orientativa.
Es previsible que la fonda`ria existent en l’actualitat s’hagi vist afectada
per soterrament i que els valors reals siguin inferiors als recollits en els dos
estudis anteriors. Finalment s’ha triat una profunditat promig de 4 m tenint
en compte l’opinio´ dels usuaris del port de Mataro´.
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